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摘 要 本文基于 变 系 数模型提 出 了
一个新 的统计推断方 法 ： 函 数型核 函 数加权最小 二乘法 ． 该方

法将变 系 数模 型 中 经典 的核 函 数加杈最小 二乘法和参数模型 中 的 函 数型最小 二乘 法巧妙结合 ，
通

过条件特征 函 数构造损失 函 数进而定义 了 函 数型核 函 数最小 二乘估计量 ． 该估计量 既具有 函 数型

最小 二乘法 的优势 在扰动项服从厚尾分布 时也 能够稳健估计参数 ， 又具有 非参数核估计 的特

点
—— 估计量 的相合性不依赖于参数模型 的正确设定 ． 同 时

，
本文探讨 了 该估计量 的大样本性质 ，

证 明 了 其相合性和渐近正 态性 ． 进一步
，
本 文研究 了 该估计量 的 自 适应估计 ，

即基于估计量渐近方

差 的相合估计量来选择最优估计 ． 最后
，
本文通过数值模拟来探究 函 数型核 函 数最小 二乘 法 的有 限

样本性质 ， 并将该方法应 用 到 我 国 ＰＭ
２ ． ５ 和经济增长关 系 的研究 中 ．

关键词 自 适应估计 ；
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； 变 系 数模型 ；
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１ 引言

变系数模型作为线性模型的推广经常被用来处理经济学问题 ． 该模型较线性模型更加灵活且具有优良

的解释性 ， 能够减少模型的错误设定带来的偏差 ’
同时又能很好地避免

“

维数诅咒
”

问题 ？ 因此
， 变系数模型

自 Ｃ ｌｅｖｅｌａｎｄ 等 Ｗ 提出 以来就 弓 丨起了众多理论研究者和应用研究者极大的兴趣． Ｃｈｅｎ 和 Ｔ ｓａｙ％
Ｈａｓｔ ｉｅ 和

Ｔ ｉｂｓｈｉｒａｎ ｉ ［

３
丨 进一步对变系数模型做出 了各种形式的拓展 ． Ｌ ｉ 等 ⑷ 研究了随机样本数据下该模型的核估

计量性质以及模型设定检验等问题 ． Ｃａ ｉ 等 ［

５
１ 讨论了该模型在非线性平稳时间序列数据中应用 ． 蔡宗武 ， 陈

琳娜和方颖 间 也将该模型应用到分析人民币对美元汇率收益率与波动率的非线性时间序列特征上 ？ 进
一

步 ，

Ｃａ ｉ 等 ％
Ｘ ｉａｏ间

，

Ｔｕ 和 Ｗａｎｇ
［

９
丨 讨论了该模型在非平稳时间序列数据中的理论结果． 其中 ，

Ｔｕ 和 Ｗａｎｇ
间

对文献中变系数模型的理论研究和应用研究进行了较全面的回顾．

变系数模型通常可表述为 ：
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＝１
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’  ’ ．

，

ｎ
， （

１
）

其中 ， ％ 为因变量 ， ％ 为 ｚ 维 自变量 ， 七 为协变量 ， ＭＷ 是关于 ｚ 的函数 ， ４ 为扰动观 几 为观测样本量 ，

Ｔ 为转置符号 ． ＆
〇 （

？

） 为待估计的未知函数 ，
它刻画了协变量 ｚ 是如何通过影响系数来改变 自变量 ａ ： 和因变

量 ２／ 之间的关系 ．

为了估计 ＆
〇⑷ ，

Ｌ ｉ 等 Ｗ 提出 了核函数加权最小二乘法 （

ｋｅｒｎｅ ｌ
－ｗｅ ｉｇｈｔｅｄ ｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓｍｅ ｔｈｏｄ

， 简记为

ＫＬＳ
） ， 其估计量为 ：

ｒ
－

｜

—

１

ｎｎ

ｂ
ｎ

Ｌ Ｓ

｛
ｚ

）

＝Ｋ
３ ｛

ｚ
，

ｈ
） ２^ ｘ

０ ｙ３
Ｋ

３ ｛
ｚ

，

ｈ
） ，⑵

其中 ／ｉ 为与 ｎ 有关的窗宽 ，

尺
（

？

） 为核函数 ， ％ （
ｚ

， 
／〇
＝

ｉｆ
 （Ｙ ）

．Ｌ ｉ 等 Ｗ 同时证明了在
一

定条件下 （例如扰

动项方差 ４ 有限等 ） ，

ＫＬＳ 估计量具有相合性和渐近正态分布 ． 然而 ，
经济和金融数据常具有厚尾分布的特

性 ， 其方差可能不存在 ，
这就使 ＫＬＳ 估计法在实际数据分析中遇到挑战 ．

在模型 ⑴ 中 ， 若 ＝ａ
）
＝１

， 其中 ａｅｉ？ 为某常数 ，
则有 … ）

＝ ６ 为常函数． 此时 ， 变系数模型

就退化成普通线性模型 ． 在线性模型中 ，

Ｃｈａｍｂｅｒｓ 和 Ｈｅａｔｈｃ〇ｔｅ
＿ 受到

ｊｇ
ｒ

２
ｌ〇ｇ ￡

（
ｅ
由

） ｜

２
＝

％
２

的启

发 ， 提出 了
一

种基于特征函数来构造损失函数的估计方法 函数型最小二乘法 （

ｆｕｎｃ ｔ ｉｏｎａｌ ｌｅａｓ ｔｓｑｕａｒｅｓ

ｍｅｔｈｏｄ
， 简记为 ＦＬＳ

）
．ＦＬＳ 的损失函数和对应的样本损失函数为 ：

Ｌ
Ｖｈ Ｓ

｛（
３

－

，

ｔ
）

＝－
ｔ

－

２

ｌｏｇ
＼

Ｅｅ
ｌ ｔ＾ ｘ

Ｔ

＾
＼

２

， （

３
）

２

ｎ

＝－
ｉ

２

ｌ〇ｇｎ

－

１

＾］
ｅｘｐ ＾ （＾

－

ｘ
ｊ ／

３
） ， （

４
）

户 １

其中 ０＜ ｜

ｔ
｜＜Ｔ

，

Ｔ＞０
，

ｉ 为虚数单位 ． 在使用 ＦＬＳ 估计未知参数 ＆ 时
，
首先求出

一

系列使得样本损失函数

⑷ 达到最小值的估计量 ｛ｋ⑷ ，

〇＜ ｜

＊
｜＜７

１

｝ ，
然后利用这

一

系列估计量的渐近性质选出使渐近方差达到最

小值的 产
， 那么 产 所对应的 ６？ （

产
） 即为 ＦＬＳ 估计量 ？

由损失函数 （
３

） 得知 ， 当 ｔ—〇 时 ，

ｉ
ＦＬ Ｓ

（ ／
３

；

ｔ
）

＝ 五
（ ？／

＿

＾奶
２

＋〇⑷ 即 当 《 — 〇 时 ，

ＦＬＳ 的损失函

数与最小二乘法 （
ｏｒｄ ｉｎａｒｙ

ｌｅａｓ ｔｓｑｕａｒｅｓ ， 简记为 ＯＬＳ
） 的损失函数渐近等价 ． 由此 ，

ＯＬＳ 可以看作 ＦＬＳ 在

ｆ
＝

〇 且 ４ 存在时的特例 ，
而 ＦＬＳ 则可以看作 ＯＬＳ 的

一

种拓展 ． 值得强调的是 ， 由于 ＦＬＳ 的损失函数 （
３

）

是通过特征函数构造的 ， 所以只要 以 〇
， 损失函数都有意义 ． 也就是说 ，

ＦＬＳ 估计对扰动项的矩没有任何要

求 ． 那么 ＦＬＳ 可以用来处理
一些厚尾分布的数据 ， 进而得到稳健的估计 ．

正因为 ＦＬＳ 的稳健性 ， 自它被提出后就被广泛应用和研究 ？ 首先 ，

Ｃｈａｍｂｅｒｓ 和 Ｈｅａｔｈｃｏｔｅ
Ｍ 用该方法

来筛选离群值 ． Ｈｅａｔｈｃｏｔｅ
！

１ １
丨 进一步说明了

ＦＬＳ 可以看作是 ＯＬＳ 的
一

种推广来处理厚尾分布的问题和效率

问题 ， 同时将其与角随机变量理论联系起来得到
一

系列重要的性质 ？ＣＳ〇ｒｇ〇
ｌ

１ ２
ｌ 证明了ＦＬＳ 估计量在

一

定条

件下的相合性和渐近正态性 ？Ｈｅａｔｈｃｏｔｅ 和 Ｗｅ ｌ ｓｈ ［

１ ３
］ 考虑了 自 回归模型下 ＦＬＳ 的性质 ． Ｗｅｌｓｈ 和 Ｎ ｉｃｈｏ ｌ ｌｓ

［

１ ４
】

考察了 当解释变量具有序列相关性时 ＦＬＳ 的
一些性质 ． Ｈｅａｔｈｃｏｔ ｅ 和 Ｗｅ ｌｓ ｌｉ

［

１ ５
】 进一步研究了多元线性回归

中 ＦＬＳ 的应用 ．
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在变系数模型中 ， 本文将 ＦＬＳ 与 ＫＬＳ 结合 ，
提出 了

一

种新的统计推断方法 函数型核函数加权最

小二乘法 （
ｆｕｎｃｔ ｉｏｎａｌｋｅｒｎｅ ｌ

－ｗｅ ｉｇｈｔ ｅｄ ｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓｍｅｔｈｏｄ
， 简记为

ＦＫＬＳ
） ， 构造如下损失函数 ：

Ｌ
（
ｂ

＼ 
ｔ

， 
ｚ

）
＝－ｒ

２

 ｌｏｇ ＼

ｆ ｛
ｚ

）

Ｅ
（
ｅｘｐ 

ｉ ｔ
（ｙ

－

ｘ
Ｔ
ｂ

）

Ｚ ＝ｚ
）

＼

２

， （

５
）

其中 ０＜
ｔ

｜＜ｒ
，

丨

＿

 Ｉ

为欧式范数 ， ／ （

？

） 为协变量 Ｚ 的概率密度函数 ． 该估计量既具有 ＦＬＳ 的优势 ， 即在扰

动项服从厚尾分布的情形下能够稳健估计参数 ，
又具有 ＫＬＳ 的特点 ， 即其相合性不依赖于待估系数函数的

正确设定 ． 同时 ， 本文探讨了该估计量的大样本性质 ，
证明了其相合性和渐近正态性 ． 进一步

， 本文研究了该

估计量的 自适应估计 ， 即基于估计量渐近方差的相合估计量来进行最优估计 ． 最后 ， 本文通过数值模拟来探

究该估计量的有限样本性质 ， 并将其应用到我国 ＰＭ
２ ． ５ 和经济增长关系的研究中 ．

本文的主要内容安排如下 ： 第 ２ 节将具体介绍变系数模型中的 ＦＫＬＳ 方法 ， 讨论在计算 ＦＫＬＳ 估计量

时发现的一些重要的性质 ？ 第 ３ 节将探讨 ＦＫＬＳ 估计量的大样本性质 ，

证明其在
一

定条件下的相合性和渐近

正态性 ？ 同时 ， 从渐近方差角度比较 ＦＫＬＳ 与 ＫＬＳ 估计量 ． 在第 ４ 节中 ， 我们采用数值模拟的方式 ，

比较在

扰动项服从不同分布的情况下 ，

ＦＫＬＳ 估计量和 ＫＬＳ 估计量的表现． 第 ５ 节将本文提出 的估计方法应用到

分析中国 ＰＭ
２ ． ５ 和经济增长的关系中 ． 最后 ， 我们对本文进行了总结 ， 并且讨论了该课题的后续研究 ． 理论

结果的证明见附录 ．

２ 变参数模型下的函数型核函数加权最小二乘法

在变参数模型 ⑴ 下 ，

ＫＬＳ 估计量 （

２
） 是通过最小化以下样本损失函数得到的 ：

Ｌ
＾

ＬＳ

（

ｂ
， 
ｚ

）
＝

＾￣

Ｘ
Ｊ
ｂｆＫ〇  （

ｚ
＞

ｈ
） ^

３

其对应的损失函数为 ：

Ｌ
ｋｌｓ

（
６

， 
ｚ

）

＝
Ｅ

｛ （ｙ 

－

ｘ
Ｔ
ｂ

）

２

＼

Ｚ 
＝

ｚ
）
ｆ （

ｚ
）

．

而 ＦＫＬＳ 的样本损失函数则是通过样本条件特征函数构造的 ：

Ｌｎ （
ｂ

； 
ｔ

，

ｚ
，

ｈ
）
＝－—

ｌｏｇ
ｎｈ

２^ 

ｅｘｐ｛
ｉ ｔ

（ｙｊ

－

ｘ
Ｊ
ｂ

） ｝
Ｋ

３ （
ｚ

， 
ｈ

） （
６

）

利用该样本损失函数 ， 模型 ⑴ 中 ⑷ 的 ＦＫＬＳ 估计量可以通过以下两步得到 ：

１ ． 对于给定的＜ ， 求出使得样本损失函数 （
６

）
达到最小值的估计量 ／〇

＝ａｒｇ
ｇ

ｉ

ｇ
Ｌ
？

（
ｉ＞

；

ｔ
，

；２ ：

，

／ｉ
） ，

这里

ｅ 为 中的紧集 ；

２ ． 选择最优的 产 使估计量的渐近方差达到最小 ， 那么对应的 就是 的 ＦＫＬＳ 估计量 ？

为了表述的简洁 ， 下面简记

１
ｎ

Ｕｎ ｛
ｂ

－

，

ｔ
，

ｚ
，

ｈ
）
＝
—

 ２^
ｃｏｓ

［

ｔ
｛ｙ ｔ

ｘ
Ｊ
ｂ
＾
Ｋ＾ ｚ

， ＾ ，

Ｖｎ ｛

ｂ
； 
ｔ

，

ｚ
，

ｈ
）
＝—

 ２^ 

ｓ ｉｎ
［

ｔ
（ｙｔ

ｘ
Ｊ
ｂ
＾
Ｋ

ｊ ｉ
ｚ

， 
ｈ

） ，

￥
ｎ （

６
； 
ｔ

， 
ｚ

， 
ｈ

）
＝Ｕｎ ｛

ｂ
＼ 
ｔ

， 
ｚ

）

２

＋Ｖｎ （
ｂ

； 
ｔ

， 
ｚ

）

２

ｎ
２
ｈ
２ ２^ ２^

Ｋ
Ｊ （
ｚ

，

ｈ
）
Ｋ

ｓ ｛
ｚ

，

ｈ
）
ｃｏｓ

（

ｔ
ｉ
ｅ

：，

－

ｉ
ｓ ）

）
，

ｊ

—

 ｌ５＝ １

其中 匀
＝

％那么 ＦＫＬＳ 的样本损失函数 （

６
） 式就可以写成如下形式 ：

Ｌ
ｎ （

ｂ
－

，

ｔ
，

ｚ
，

ｈ
）
＝
－

＾
ｌｏｇ ｛

Ｕｎ （

ｂ
；

ｔ
，

ｚ
，

ｈｆ 
＋Ｖｎ （

ｂ
；

ｔ
，

ｚ
，

ｈｆ ）
＝￣

＾
ｌｏｇ ＾ｎ （

ｂ
；

ｔ
，

ｚ
，

ｈ
）

．

对上式关于 ｂ 求
一

阶导数得 ：

其中？？

ｄ＾
ｎ ｛

ｂ
，

ｔ
，

ｚ
，

ｈ
）＿１

 ．

£
ｓ ） ）

＿

ｄｂ ｎ
２
ｈ

２

⑴

（
８

）

（

９
）
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步骤 １ 中的 需要满足
一

阶条件 ＝
〇 ． 由于＜和 恒不等于 〇

，
因此可

以将
一

阶条件调整为
神

＝〇 ． 步骤 ２ 中提到的 ＭＭ ，

＂
） 的渐近方差以及 疒 的求解方法将在第 ３

节中具体说明 ．

注
１ ： 当 尤 — ０

时 ，

１

＿

２
 ｌｏｇ ｜

／ （
２ ：

）

五
（
ｅｘｐ ｉ ｔ

（ｙ

－

ａ ：

Ｔ
ｂ

）
｜

Ｚ ＝２
）

２
＝

／ （
０

）

￡；

（ （ ｙ 

—

ａ；

Ｔ
ｂ

） ｜

Ｚ
＝

２ ：

） 
＋ 〇⑷ ， 即

ＦＫＬＳ

的 （样本 ） 损失函数等价于 ＫＬＳ 的 （样本 ） 损失函数 ． 下面将从样本损失函数的一阶条件来说明当 ｉ—０ 时 ，

ＦＫＬＳ 和 ＫＬＳ 等价 ． 当 ｉ—０ 时
ｎｎ

ｌｎ （

ｂ
；

ｔ
，

ｚ
，

ｈ
）
＝

０ ｈ
）
Ｋ

ｓ ｉ
ｚ

＾ 
ｈ

） （
ｘ

３
ｘ

ｓ ） （
＾
３

－

ｉ
ｓ ）
＝〇

ｊ 

＝
 ｌ ｓ＝ ｌ

ｎｎｎｎ

（
ｚ

，

ｈ
）

Ｋ
ｓ

（
ｚ

，

ｈ
）
ｉ

ｓ
ｘ

ｓ
＝

ｙ

＾

ｙ

＾

Ｋ
ｊ 

（
ｚ

，

ｈ
）

Ｋ
ｓ （

ｚ
，

ｈ
）
ｉ
ｊ
Ｘ ｓ

Ｊ
＝ ｌＳ＝ １ ｊ

＝ ｌＳ＝ １

ｎｎ

Ｋ
ｓ ｛

ｚ
， 
ｈ

）
ｅ
ｓ
ｘ

ｓ
＝

＾^
Ｋ

３ （
ｚ

，

ｈ
）
ｉ
ｊ
＝ ０ ．

５＝ １ Ｊ
＝ １

注 ２ ： 在固定 ｚ 时 ， 可以将损失函数 （
５

） 式写成

２
）
＝—ｒｈｏｇ

ｌ

ｊＥ
＾
ｅｘｐ ｉＭ ｊ／ 

 ！Ｅ
Ｔ
ｂ

） ｜

Ｚ 
＝

２ ：

）
｜

２
．

类似地
，

ＫＬＳ 的损失函数也可以写成如下形式 ：

Ｌ
ＫＬ Ｓ

（
ｂ

； 
ｚ

）

＝
Ｅ

（ （ｙ
ｘ
ｒ
ｂ

）

２

＼

Ｚ 
＝

ｚ
）

．

那么当 服从均值为 ０
， 方差为 （ｊ

２

的正态分布时 ，

ｉ
（
＆
〇 （

２ ：

） ；
ｔ ２

）
＝－Ｐ ｌｏｇ

ｌ

Ｅ
＾
ｅｘｐ Ｕｅ

ｌ

Ｚ＝２ ；

）

２＝ （Ｔ
２
＝

Ｚ
ＫＬＳ

（
＆〇⑷ ；

ｚ
）

． 由此推出 ： 在扰动项关于 ｚ 的条件分布服从正态分布时 ，
无论 ｉ 取何值 ，

Ｚ
（
ｂ
０⑷ ；Ｍ ） 都与

Ｚ
ＫＬＳ

（
＆
〇 （
ｚ

） ；

ｚ
） 相等 ， 即

ＦＫＬＳ
与

ＫＬＳ
等价 ？

３ 函数型＿数加权最小二乘估计量的渐近性质

３ ． １ 大样本性质

记 ／ （
ｅ

，为 ｅ 和 Ｘ 在给定 Ｚｚ 下的联合条件密度函数 ， ／ （中 ）
和 ／⑷匀 分别为 ｅ 和 Ｘ 在给定

Ｚｚ 下的条件密度函数 ， ／ （
ｅ

，

ａ：

，

ｚ
） 为 （

ｅ
， ） 的联合密度函数 ．

假设 １ （

ｉ

） 对于 ｗｅ 況
， 心 ） 是 ｅ 的 内点

，
且 ｅ 为 护 中的紧集 ；

（

ｉ ｉ

）｛９ ，

〇
＾ ， 勺片＝ １

为简单随机样本 ，
且 ｅ 与 ａ ： 在给定 ２ 下条件独立 ， 即 ／ （

ｅ
，

；＾ ）
＝

／ （
ｅ

｜

２
） ／ （

ａ：

｜

２
） ， 对于

Ｖｚ ｅ５Ｊ
；

（

ｉ ｉ ｉ

）／⑷ 为恒大于 ０ 的有界函数 ， ／ （
ｅ

，

：＾ ） 和 ｂ〇 （
ｚ

） 关于 ２ 满足李普希兹条件 ， 即
丨办 ＋ ⑴

－

咖 ） ｜
＝

〇作 ） ， ３ （４

＝

／ （
ｅ

，

ａ：

，

２
〇 或者 知⑷ ， ／ （

ｅ
，

ａ；
，

２
） 关于 ２ 的二阶导数存在且有界 ；

（

ｉｖ
） 当ｎ—〇〇

， 有／ｉ
—

＞０
， 同时

ｎ ／ｉ
—

＞〇〇
；

（
ｖ

）

尺
（

．

） 为对称核函数 ，
且满足 丨

尺㈦ｄｒ；＝１
， ／
炉㈦ ｄｕ＜〇〇 ？

其中假设 ⑴ 要求 ６
（

．

） 的取值范围为 舻 上的紧集 ， 该条件在极值估计中经常用以简化估计量
一致性的

证明 ． 由假设 （
ｉ ｉ

） 知 ，
这里只考虑了数据是随机样本以及 ｒｒ 是外生变量的情况． 但是本文的极限结果可以

（
通过调整假设以及使用相关数据的中心极限定理 ） 推广到数据是平稳遍历的情况 ． 假设 （

ｉ ｉ ｉ
） 要求 ／ （

ｚ
） 是恒

大于 〇 的有界函数以及 ／ （
ｅ

，

＊
， ４ 和 ＆

〇⑷ 满足李普希兹条件 ， 同时要求 ／ （
ｅ

， ％ ｚ
）
二阶可导 ？ 该条件见 Ｌ ｉ

等 ｗ
． 假设 （

ｉｖ
） 和 （

ｖ
） 是非参数估计中常见的对核函数和窗宽的条件 ．

定理 １ （相合性 ） 若假设 １ 满足 ， 那么步骤 １ 中的 依概率收敛到 ＆
。 （办 即当 ｎ—〇〇 时 ，

ＷＳ＞０
， ｌ ｉｍＰ

（
ｂ
ｎ （

ｔ
， 
ｚ

， 
ｈ

）

—

ｂ
〇 （

ｚ
） ＼
＞Ｓ

）
＝０ ．

ｎ
—

＊ ｏｏ

建立 ＦＫＬＳ 估计量的渐近正态性质时还需要以下假设 ：

假设２⑴＝ 之
］

正定 ； （
ｉ ｉ

） 当ｎ—〇〇
， 有

ｎ ／ｉ

５
—〇 ．

其中假设 （

ｉ

） 保证了 五
［

尤
１
尤
７ ｜

２＝
４ 的可逆性？ 假设 （

ｉ ｉ

） 中对窗宽 ｈ 的条件 （
ｕｎｄｅｒｓｍｏｏｔｈｉｎｇ ）

使得估

计量的渐近偏差为零． 这两个假设见 Ｌ ｉ 等 ％
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定理 ２ （渐近正态性 ） 若假设 １ 和 ２ 满足 ， 那么当 ｎ—〇〇 时
， 步骤 １ 中的 句 具有如下渐近正

态分布 ：

＼／ｎｈ
（
ｂｎ （

ｔ
， 
ｚ

， 
ｈ

）

—

ｂ
〇 （

ｚ
） ）Ｎ

（
０

， 
Ｑ

（
ｔ

， 
ｚ

）

Ａ
｛
ｚ

）

￣

１

）

．

（

１ ０
）

其中ｎ （
ｆ

，

Ｚ
）
＝Ａ

（
ｚ

）
＝Ｅ

（
ｘ

ｌ
ＸＪ ＼

Ｚ＝ｚ
）

Ｅ
（
Ｘ

ｌ
Ｚ＝ｚ

）

Ｅ
（
Ｘ

ｌ
＼

Ｚ＝ｚ
）

Ｔ
，Ａ （

ｔ
，

ｚ
）

＝

ｕ
２

（
ｔ

＾

ｚ
） （

ｌ
—

ｕ
（

２ ｔ
，

ｚ
） ）ｖ

２

（
ｔ

，

ｚ
） （

ｌ
－

ｂｕ
（

２ｔ
，

ｚ
） ）
—

２ｖ
（
ｔ

，

ｚ
）
ｕ

（
ｔ

，

ｚ
）
ｖ

（

２ｔ
，

ｚ
） ，ｕ （

ｔ
，

ｚ
）
＝Ｅ

（
ｃｏｓ ｔｅ

＼

Ｚ＝ｚ
） ，ｖ （

ｔ
，

ｚ
）

＝

Ｅ
（
ｓ ｉｎ ｔｅ

＼

Ｚ＝ｚ
）

．

注 ３ ： 如果 士 的分布关于常数 ｃ 对称 ， 那么 ￡
＂

（
ｅ

ｌ ｔ ｅ

｜

Ｚ ＝２
）
＝

ｅ叫 ｚ
） ， 其中 ｕ⑷ ２ ：

）

＝ 五
（
ｃｏｓ

（
＆ 

—

ｃ
）

｜

Ｚ 
＝

幻 ，
进而得到 ：

Ｊｌ
（

￡
， 
ｚ

）

—

ｆ 

Ｋ
２

｛
ｖ

）

ｄｖ
｛
ｌ
—

ｕ
（

２ ｔ
， 
ｚ

） ）

２ ｔ
２

ｆ （
ｚ

）
ｕ
２

（
ｔ

，

ｚ
）

注 ４ ： 如果 小 服从均值为 ０
， 方差为 ａ 的正态分布 ， 即 ＝

ｅｘｐ （

—

ｋ
２
ｉ

２

） ， 那么

〇＂ 、
Ｊ 

Ｋ
２

（
ｖ

）
ｄｖ ｓｍｈ

｛
ａ
２
ｔ

２

）

１ ’ 幻 －

 ？

在这种情形下 ，
对于 Ｗ

一
０

， 都有 ｆｉ
（
０

， 幻 ＜结合注 ２ 可知在 伞 服从正态分布时 ，

ＫＬＳ 就是最

优的 ＦＫＬＳ ，

注 ５ ： 易证 ，
当 ｆ—０ 时 ，

２ｔ

＇

２

｛
ｕ
２

（
ｔ

，

ｚ
）

，

＋ ｌ
２

（
ｔ

，

ｚ
） ）

２
－ 蛛’ 

＝ ２
］

．

当假设 １ 中条件 （

ｉ ｉ

） 满足时 ，

ＫＬＳ 估计量 纪
＾ｓ

（
ｚ

）
的渐近方差可以写成 ／⑷

－

１

Ａ⑷ ］
＾＞ ）

伽．

由此亦可知 ： 当 ｔ—０ 时
，

ＦＫＬＳ 的渐近方差与 ＫＬＳ 的渐近方差相同 ．

３ ． ２ 自适应估计

对于不同的 ｆ 和 ＡＦＫＬＳ 估计量 具有不同的渐近方差． 从估计有效性的角度 ， 可以考虑

选取 ｔ 使渐近方差 （水
１ 达到最小 ． 在实际数据分析中 ， 由于 小 的真实分布未知 ， 所以需要对

ｘＡ
（
ｚ

）

－

１

进行估计 ． 不妨将 写成如下形式 ：

〇 ｒ

． ｓ

＝ｆ 

Ｋ
２

（
ｖ

）
ｄｖｆ

３

 （
ｚ

）
Ａ

（
ｔ

，

ｚ
）

、 ’ 卜
２ｔ

＾

ｆ
ｉ

（
ｚ

） （
ｕ

２

（
ｔ

，

ｚ
）
＋ ｖ

２

｛
ｔ

，

ｚ
）ｙ

估计 
Ｕ

（Ｍ ） ／Ｗ和
”

（Ｍ ） ／Ｗ ， 用 ￡Ｉｎ （

ｂ
； 
２ ｉ

， 
ｚ

，

＂
）

＝

点
Ｅ

ｊ

ｃｏｓ ＊》 ）＆
２

（
之

，

／〇来估计 
Ｕ

（

２Ｍ ） ／Ｗ ＿［
瓦 ２

（
Ｗ

）

ｄｗ
，

用 罝？ （
＆

；

２４ ２ ：

，

／１
）

＝ 古 １＾＾１１ ２％ ３

—

０：

７
＆

）
／

；

＾
２

（
２ ：

，

／１
） 来估计 ？；

（
２１ ２ ：

） ／ （＾ ） ／
尺

２

（
１ ；

）
（１ ？；

， 用 焱２ 〇
？〇

＝

点 ！＾ 冗
： ？
〇

２ ：

，

＂
）

２

来估计 ／
尺 ２

⑷加／Ｗ ，
进而得到 Ａ

（Ｕ ） 的估计 ：

Ａ
ｎ （

ｂ
－

ｔ
，

ｚ
，

ｈ
）
＝

（ ｆ
ｉ
２ （

Ｋ
）

－ Ｕ
ｎ （

ｂ
＼

２ ｔ
，

ｚ
，

ｈ
） ）

Ｕ
＾ ｛

ｂ
；

ｔ
，

ｚ
，

ｈ
）
＋

（＾ （
Ｋ

）
＋ Ｕ

ｎ （

ｂ
］

２ｔ
， 
ｚ

，

ｈ
） ）
Ｖ
＾ ｛

ｂ
－

，

ｔ
， 
ｚ

，

ｈ
）

进而可证

－

２Ｚｎ （
＆

； 
２ ｔ

， 
２

， 
ｈ

）
Ｕｎ ｛

ｂ
＼ 
ｔ

， 
ｚ

， 
ｈ

）
Ｖ
ｎ

（
ｂ

； 
ｔ

， 
ｚ

， 
ｈ

）
．

Ｑ
ｎ （

６
；

亡
，

之
，

＂
）

＝


Ａｎ （
ｂ

；

ｔ
，

ｚ
，

ｈ
）


２ ｔ
２

｛
Ｕ
＾ ｛

ｂ
； 
ｔ

，

ｚ
，

ｈ
）
＋ Ｖ^

（
ｂ

－

，

ｔ
，

ｚ
，

ｈ
） ）

２ （
１ １

）

是 叩 ， ４ 的相合估计 ？ 由此得到 ＦＫＬＳ 估计量渐近方差的相合估计量为 （Ａ 岭

对一系列给定的点 Ａ ， 
ｓ＝１

，

…

，

ｍ
，

ＦＫＬＳ 估计对应的 ＆
（？ ） 时 ， 选择 有两种方法

？

？ 逐点选择和全局

选择 ． 首先考虑逐点选择 ＿Ｘ４
■

于每
一

个 ； 将 ｔ 和步骤 １ 中得到的估计量 ＆
？

（Ｍｓ ，

／〇 代入 匕 （
＆

；ＭＳ ， 吣 选

择 ＊

＊

⑷ ：

ｔ

＊

（
ｓ

）
＝

ａｘｇｍｉｎ Ｑｎ
（

ｂ
ｎ

（
ｔ

， 
ｚ
ｓ ， 
ｈ

） ；

ｔ
， 
ｚ ｓ ，

ｈ
）

．

该方法选出来的 ｔ

＊

（
ｓ

） 可能会因 的大小而不同 ？ 若希望得到唯
一

最优的 浐
， 那么可以考虑全局选择 ．

在全局选择 产 时 ， 可考虑使得 ＆ ｓ ，

／〇 的渐近方差加权求和达到最小 ， 即

ｔ

＊
＝

ａｒｇｍ ｉｎ ｙ＾ 

Ｏ
ｎ

（

ｂｎ （
ｔ

， 
ｚ ｓ ， 

ｈ
） ］ 

ｔ
， 
ｚｓ ， 

ｈ
）

Ａ
（
ｚ
ｓ ）

ｌ

Ｗ
ｓ ，
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其中 Ｗｓ 是权重函数 ？ 常见的权重函数可以是 ｚ 的密度函数 （的估计 ） 或等权重函数 ． 由于 Ａ
（
ｓ

）

－

１

为 Ｌｘｉ

的矩阵 ， 实际应用中可以考虑取其行列式或者迹． 即全局选择为

ｔ

＊
＝

ａ ，Ｔｇｍｍ ２^
＾ｎ （

ｂ
ｎ

（
ｔ

， 
ｚｓ

， 
ｈ

） ；

ｔ
， 
ｚ
ａ ， 
ｈ＾
Ａ

ｉ
ｚ
ｓ ）

＾

］

，

或

ｔ

＊
＝

ａｒｇｍ ｉｎ
＾ 

Ｃｌｎ
（

ｂ
ｎ

（
ｔ

， 
ｚ
ｓ ， 
ｈ

） ； 
ｔ

， 
ｚ
ｓ ， 

／ｉ
）
ｔｒ

（
Ａ

（
２ ：

ｓ ）

＿

１

）

．

Ｓ

最后 ， 将选择出来的 产 代入步骤 １ 中 ，
就可以得到 ＦＫＬＳ 估计量 Ｗ⑷ ？ 需要注意的是 ，

选

择出来的的 Ｐ 满足使得估计量渐近方差达到最小
， 即只要 一０（或者不足够接近零） ，

ＦＫＬＳ 的方差就比

ＫＬＳ 的方差小 ．

３ ．３ 选择窗宽 ／ｉ

在实际应用中 ， 可以简便地使用拇指法则来选择窗宽 ． 根据 Ｓ ｉ ｌｖｅｒｍａｎ ！

１

＇ 可取 ｆｔ
＝１ ． ０６ｘ５伞 ）

ｘｎ
—

１
／
５

，

其中 ｓｄ
（
ｚ

） 为 ｚ 的标准差 ？ 使用 ＦＫＬＳ 时 ， 也可以选择 ／ｉ
＝

ｃ ｘｓｄ
（
ｚ

）
ｘｎ

１
／
５

， 其中 ｃ 为常数 ． 根据假设 ２
（
ｉ ｉ

） ，

可以选择较小的窗宽来减小估计量的偏差 ， 但是此时估计量的方差反而会有所增加 ．

另外
一种常见的窗宽选择方法是交叉验证法 ． 下面介绍该方法应用到求解 ＦＫＬＳ 估计量的步骤．

１ ． 对于固定的 计算

． １

（
ｔ

， 
ｚ

ｔ ，

ｈ
）

＝
ａｒｇ 

ｍ ｉｎ 

－ ｌｏｇ
ｎｈ

２^
ｅｘｐ ｛

ｉ ｔ
（ｙ３

￣

ｘ
Ｊ
ｂ
｝
Ｋ

Ｚ
ｊ

－

ｚ
ｚ

３ ^

２ ． 将
ｔ
和对应的代入 心 （ （

１ １
） 式 ） 计算出⑷ ＝ ａｒｇ ｍ ｉｎ ＡｎＡ Ｊｔ

， 、 ／！
） ；

＾
，

：＾ ，

／！
） ，

记 ＆
２ （
之

１
，

＝６—
１ （

亡
（
《
） ， Ａ ，

／ｉ
） ，

３ ． 计算最优窗宽
ｎ

ｈｃｖ
＝

ａｒｇ 

ｍ ｉｎ
－

ｘｊ
ｂ－

ｌ （
ｚ

１
，

ｈ
） ）

２

．

ｉ＝ ｉ

４ 数值模拟

本节使用蒙特卡罗数值模拟的Ｍ求解模型 吣
＝

ｊ
＝１

，

…

，

ｎ
， 中 ？ ） 的 ＦＫＬＳ 和 ＫＬＳ

估计量 ，
进而比较 ＦＫＬＳ 和 ＫＬＳ 在有限样本下的表现 ■ 我们不妨考虑 ％

？
ｉ ＿ ｉ ． ｄ ． ｉＶ

（
０

，

ｌ
） ，６

？
ｉ ＿ ｉ ＿ｄ ． ｉＶ

（
〇

，

ｌ
） ，

＆⑷ ＝ ｅ
ｚ

／ （
ｌ＋ ＃

）
？ 对于扰动项 ｑ 的分布 ， 考虑以下 ６ 种设定 ：

（
Ｅ １

）
￡ ：

）

？
ｉ ＿ ｉ ＿ ｄ ． ７Ｖ

（
０

，

１
） ， ｊ

＝１
，

． ． ．

，

ｎ
；

（

Ｅ２
）４

？
ｉ ． ｉ ． ｄ ． ０ ． ４ＡＴ

（
６

，

１
） 
＋ 〇 ． ６ ７Ｖ

（

４
，

１ ０
） ， ｊ

＝１
，

…

，

ｎ
；

（
Ｅ３

）？
ｉ ＿ ｉ ． ｄ ＿ ｆ

（
３

） ’
＝１

，

…

，

ｎ
；

（
Ｅ４

）Ｑ
￣ ｉ ． ｉ ． ｄ ． Ｃ ｃｍｃ／ｉｙ （

０
，

１
） ， ｊ

＝１
，

…

，

ｎ
；

（

Ｅ５
）？

ｉ ． ｉ ． ｄ ＿ Ｇａｍｍａ
（
６

，

１
）

—

６
， ｊ

＝１
，

…

，

ｎ
；

（
Ｅ６

）４
？

ｉ ． ｉ ． ｄ ．ＬａｐＺ ａｃｅ
（
０

，

２
） ， ｊ

＝１
，

…

，

ｎ ．

在估计 ＆⑷ 时
， 我们使用拇指法则选择窗宽 ／ｉ

＝ｌ ． 〇６ ｓｄ⑷ｎ
－

１
／
４

， 并采用标准正态核函数 ＪＴ
（
？

）

＝ 表 ｘ

ｅ

—

ｗ
２

／
２

■ 首先
， 我们在 （

－

１
，

１
）
上等间隔地取 １ ００ 个格点 ： ｚ

ｓ ，

ｓ＝１
，

…

，

１ ００
，
对每

一组参数生成 ｎ
＝１ ００ 或

４００ 个样本 ， 分别求出 ６
（ａ ） 的 ＦＫＬＳ 和 ＫＬＳ 估计量？ 其中 ＦＫＬＳ 估计量的 产 由逐点最优法选择得到 ？ 为

了 比较两种施的估雜度 ，
重复上銳程 １００ 次 ，將别计算两个估计量的逐点样本均方误差 （

ＭＳＥ
）

、 偏

差的平方 （

Ｂ ｉａｓ
２

） 和方差 （
ＶＡＲ

）
：

ＭＳＥ
｛
ｚ
ｓ ）

＝

１
１ ００ ２

而 

Ｅ
［

心 ） 『
－

ｉ ＞

〇
２ ：

ｓ ）

］
； 
Ｂ ｉａ ｓ

２

（
ｚ
ｓ

）

＝

ｒ＝ ｌ

１ ００

１ ００
２^

ｂ
（
ｚ
ｓ ） ｒ

－

ｂ
（
ｚ
ｓ

）

ｒ＝ ｌ

ＶＡＲ
｛
ｚｓ

）

ｎｌ ｏｏｒ １ｌ ｏｏ

ｍ ＥＨ
＾ ｓ ） ｒ

－

Ｙ＾ Ｊ２ ｋ
ｚＳ ） ｒ

１ ００
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这里 表示 ＦＫＬＳ 或 ＫＬＳ 估计 ，
表示基于第 ｒ 组样本得到的对 ６

（ａ ） 的估计 ． 图 １？ ６ 画出 了扰动

项 ６ 种分布设定下三个估计精度度量随 ＾ 的变化曲线 ． 其中 ， 细 （粗 ） 实线对应 ｎ＝１ ００
 （

４００
）
时 ＦＫＬＳ 的

计算结果 ， 细 （粗 ）
虚线对应 ｎ

＝１ ００
 （

４ ００
）
时 Ｋ ＬＳ 的计算结果 ．

（
ａ

） 均方误差 （
ｂ

） 偏差平方

图 １ＦＫＬＳ 与 ＫＬ Ｓ 估计的均方误差 、 偏差平方和方差比较 ： Ｅ １

（
ｃ

） 方差

０ ． ０ ８
－

（
ａ

） 均方误差 （
ｂ

） 偏差平方

图 ２ＦＫＬＳ 与 ＫＬ Ｓ 估计的均方误差 、 偏差平方和方差比较 ： Ｅ ２

⑷ 方差

⑷ 均方误差 （
ｂ

）
偏差平方

０ ． １ ０ ０
．

０ ．０ ７ ５
－

０ ０ ５ ０

０ ． ０ ２ ５

－

１ ． ０－

６ ． ５ ０ ：０ ０ ： ５ １ ：０

ｚ

⑷ 方差

图 ３ＦＫＬＳ 与 ＫＬＳ 估计的均方误差 、 偏差平方和方差比较 ： Ｅ３

－

１ ．０－

６ ．５ ０ ： ０ ０ ： ５ １ ． ０－

１ ．０－

６ ． ５ ０ ： ０ ０ ：５ １ ：０－

１ ．０－

６ ． ５ ０ ： ０ ０ ： ５ １ ：０

ｚ ｚ ｚ

（
ａ

） 均方误差 （
ｂ

） 偏差平方 （
ｃ

） 方差

图 ４ＦＫＬＳ 与 ＫＬＳ 估计的 （对数 ） 均方误差 、 偏差平方和 （对数 ） 方差比较 ： Ｅ４
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（
ａ

） 均方误差 （
ｂ

） 偏差平方 （
Ｃ

） 方差

图 ５ＦＫＬＳ 与 ＫＬＳ 估计的均方误差 、 偏差平方和方差比较 ： Ｅ５

０ ． ３

０ ． ２

０ ． １、
、

（
ａ

） 均方误差 （
ｂ

） 偏差平方 ⑷ 方差

图 ６ＦＫＬＳ 与 ＫＬＳ 估计的均方误差 、 偏差平方和方差比较 ： Ｅ６

如图 １ 所示 ，
当扰动项服从正态分布时 ，

ＦＫＬＳ 估计的 ＭＳＥ 和 ＶＡＲ 与 ＫＬ Ｓ 相差不多 ． 从 Ｂ ｉａｓ

２

角度

观察可以发现 由于端点附近的样本较少 ，

ＦＫＬＳ 和 ＫＬＳ 的估计有一定的偏差 ． 但是观察纵轴可以发现两者

的偏差平方都十分的小 ， 最大只有 ０ ． ００ １ ５ ． 观察图 ２ 可以发现 ， 当扰动项服从混合正态分布 （分布不对称 ）
时

，

ＦＫＬＳ 估计表现明显优于 ＫＬＳ 估计 ． 在样本董较小的时候 （
ｎ＝１ ００

） ，

ＫＬＳ 的最大均方误差为 ３
，
而 ＦＫＬＳ

的均方误差均小于 ０ ． ５ ．ＦＫＬＳ 在端点位置估计偏差的问题同样存在 ， 但是较之 ＫＬＳ 已经有了
一

定的优化 ．

图 ３ 与图 １ 类似 ，
当扰动项服从 自 由度为 ３ 的 ｆ 分布时 ，

ＦＫＬ Ｓ 在端点附近的估计偏差较大 ， 但总体表现优

于 ＫＬＳ ？ 图 ４ 展示 了情形 ４
（
扰动项服从柯西分布 ） 下 ＦＫ ＬＳ 和 ＫＬＳ 的估计效果 ． 由于 ＫＬＳ 估计的 ＭＳＥ

和 ＶＡＲ 过大 ， 我们对纵轴做了取对数处理 ． 观察发现 ，
当扰动项方差不存在时 ，

Ｋ ＬＳ 的估计效果明显劣于

ＦＫＬＳ
，
且随样本童增加 （

ｎ
＝１ ００ 增加到 ｎ＝４００

） ，

ＫＬＳ 估计的 ＶＡＲ 和 Ｍ ＳＥ 并没有减小 ． 但是 ＦＫＬＳ 估

计量在该情形下表现 良好 ． 图 ５
， 图 ６

 （扰动项服从伽马分布 ， 拉普拉斯分布 ） 与图 １ 的情形类似 ， 即 ＦＫＬＳ 在

端点附近存在
一

定的估计偏差 ， 但是其方差和均方误差均小于 ＫＬＳ ． 而当样本量较小时 （
ｎ
＝１ ００

）
ＫＬＳ 估计

的均方误差甚至大于 ０ ． ２ ５
， 即此时估计不稳定 ．

表 １ 中列出 了两种方法估计的加总均方误差 （

ＩＭＳＥ
， 即 ＭＳＥ

（
ｚ
ｓ ） 对 ｓ 求和 ） ，

加总偏差的平方 （

ＩＢ ｉ ａｓ
２

）

以及加总方差
（

ＩＶＡＲ
）

． 由表 １ 可知 ， 在 Ｅ ｌ
（
正态分布 ） 情形下 ，

ＦＫＬＳ 的 ＩＶＡＲ 比 ＫＬＳ 的相对大
一

点 ， 但是

其 ＩＭＳＥ 以及 ＩＢ ｉａｓ
２

都较小 ． 同时 ， 随着样本量的增大 （
ｎ
＝１ ００ 增加到 ｎ

＝８００
） ，

ＦＫＬＳ 的 ＩＶＡＲ 有明显减

小 （从 ２ ． ６ ５ 降低到了０ ． ５ ９
）

？ 在 Ｅ３
 （

ｉ 分布 ） ，

Ｅ５
 （
伽马分布 ） ，

Ｅ６
 （拉普拉斯分布 ） 情形下两种估计量的表现与

Ｅ １ 类似 ． 同时 ， 随着样本量的增加 ，

ＦＫＬＳ 的 ＩＶＡＲ ． 和 ＩＭＳＥ 都有明显减小趋势 ． 当扰动项服从混合正态分

布 （
Ｅ２ 情形

）
时 ，

Ｋ ＬＳ 的 ＩＭ ＳＥ 和 ＩＶＡＲ 都较大 ，
超过了２〇０ ， 同时其 ＩＢ ｉａｓ

２

也明显大于 ＦＫＬＳ ． 观察 Ｅ４
 （柯

西分布 ） 情形发现 ，

ＫＬＳ 估计童的 ＩＭＳＥ 和 ＩＶＡＲ 都很大 ，
甚至超过了９９９ ． 但是 ＦＫＬＳ 的 ＩＭＳＥ

，
ＩＶＡＲ 和

ＩＢ ｉａｓ
２

都随着样本量的增大而减小 ． 当样本量增加到 ８００ 时 ，

ＦＫＬＳ 的 ＩＢ ｉ ａｓ
２

只有 ０ ． ０ ９
，
而 ＫＬ Ｓ 的 ＩＢ ｉａｓ

２

却达到了４６ ． ７ ．

综上所述 ， 在以上六种情形下 ，

ＦＫＬＳ 的 ＶＡＲ 均小于 ＫＬＳ ． 当扰动项不存在二阶矩
（
柯西分布 ） 或分布

不对称 （
混合正态分布 ）

时 ，

ＦＫＬ Ｓ 的估计效果明显优于 ＫＬＳ
；
而当扰动项服从正态分布时 ，

ＦＫＬＳ 与 ＫＬＳ 估

计结果相近 ； 当扰动项的二阶矩存在且为厚尾分布时 ，

ＦＫＬＳ 存在一定的估计偏差 ， 但随着样本量的增大偏

差逐渐减小 ． 总体来看 ，

ＦＫＬＳ 的估计效果优于 ＫＬＳ ．
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表 １ＦＫＬＳ 与 ＫＬＳ 估计的加总均方误差 ， 加总偏差的平方和加总方差的比较

ｎ
̄ ： １ ００ ｎ

＝
４００ ｎ

— ８００ ｎ
— ： １ ００ ｎ

＝
４００ ｎ

－ ： ８００

＆ＫＬ Ｓ 石ＦＫ Ｌ Ｓ ＾Ｋ Ｌ Ｓ＆ＦＫＬＳ ＆Ｋ Ｌ Ｓ ＾ＦＫＬ Ｓ ｂＫＬ Ｓ ＆ＦＫ Ｌ Ｓ ＆ＫＬ Ｓ＆ＦＫ Ｌ Ｓ 石Ｋ Ｌ Ｓ ＾ＦＫＬ Ｓ

Ｅ ｌ Ｅ４

均方误差 ２ ． ６２ ２ ． ６９ ０ ． ９２ ０ ． ９ ２ ０ ． ５９ ０ ． ６０
－

６ ． ５８ －３ ． ０２
－

１ ． ８ １

偏舒方 ０ ． ０５ ０ ． ０４ ０ ． ０２ ０ ． ０ １ ０ ．０ １ ０ ． ０ １ ３８９ ０ ． ０３ ９８ ． ８０ ． ０ １ ４６ ． ７ ０ ． ０２

方差 ２ ． ５７ ２ ． ６ ５ ０ ． ９０ ０ ． ９ １ ０ ． ５ ８ ０ ． ５ ９
－

６ ． ５ ５
－３ ． ０ １

－

１ ． ７９

Ｅ２ Ｅ５

均方误差 ２６７ １ １ ． ９ ７６ ． ３ ７ ． ２７ ５０ ． ７ ５ ． ０５ １ ８ ． ７ １０ ． ６ ５ ． ５７４ ． ８２ ３ ． ３２ ３ ． １ ８

偏差平方 ３ ． ６９ ０ ． ２９ ０ ． ６ ６ ０ ． ３ １ ０ ． １９ ０ ． １ １ ０ ． ５ ０ ０ ． ３ ３ ０ ． １ ６０ ． １ ７ ０ ． ０ ２ ０ ． ０２

方差 ２ ６ ３ １ １ ． ６ ７５ ． ４ ６ ． ９６ ５０ ． ５ ４ ． ９４ １ ８ ． ２ １ ０ ． ３ ５ ． ４ １４ ． ６ ５ ３ ． ３０ ３ ． １６

Ｅ ３ Ｅ ６

均方误差 ６ ． ６ ３ ４ ． ８ ３ ２ ． ７９ １ ． ６ １ １ ． ５ １ ０ ． ９０ ２ ５ ． １ １０ ． ８ ７ ． ０３５ ． １ ９ ５ ． ２ ５ ３ ． ５０

偏差平方 ０ ． ０８ ０ ． ０２ ０ ． ０７ ０ ． ０２ ０ ． ００ ０ ． ０ １ ０ ． ４ ２ ０ ． ３４ ０ ． ０２０ ． ０４ ０ ． ０４ ０ ． ０３

方差 ６ ． ５５ ４ ． ８ １ ２ ． ７２ １ ． ５９ １ ． ５ １ ０ ． ８９ ２４ ． ７ １ ０ ． ５ ７ ． ０ １５ ． １ ５ ５ ． ２ １ ３ ． ４７

注 ： 其中 － 表示数值大于 ９９９ ．

５ 中国 ＰＭ
２ ． ５ 和经济增长关系探究

５ ． １ 背景介绍

下面 ， 我们将变系数模型和 ＦＫＬＳ 方法应用到中国的环境与经济数据以探究环境库兹涅茨曲线 （
ｅｎｖ ｉ

？

ｒｏｎｍｅｎｔ ａ ｌＫｕ ｔｚｎｅ ｔ ｓｃｕｒｖｅ
，简记为

ＥＫＣ
）

．近年来 ，ＰＭ２ ． ５（细颗粒物 ）排放导致的污染问题引发越来越多的

关注 ． 与较粗的大气颗粒物相比 ，

ＰＭ
２ ． ５ 粒径小 、 面积大 、 活性强 、 易附带有毒有害物质 （例如 ，

重金属 、 微

生物等 ）
． 同时 ，

它能在空气中悬浮较长时间 ，
对人体健康和大气环境质量有很大影响 ． 为了研究环境污染与

经济发展之间的关系 ，

Ｇ ｒｏｓｓｍａｎ 和 ＫｍｅｇｅＰ
７

］ 参照经济学中的库兹涅茨曲线提出 了
ＥＫＣ

， 并且指出在经济

发展的初期环境污染会随经济的发展而加重 ， 当经济发展到某
一

７ｊＣ平时环境污染程度达到最大 ，
而后随着经

济继续发展 ， 环境质量却逐渐改善 ． ＥＫＣ 被提出之后 ，
国 内外众多学者对其做出 了讨论． 彭水军和包群 Ｍ

对我国经济增长与 ６ 类环境污染指标之间的关系进行了实证检验 ； 虞义华等 Ｍ 利用可行的广义最小二乘法

（
ＦＧＬＳ

） 模型分析了二氧化碳排放强度同经济发展水平及产业结构之间的关系 ；

王志华等 网 以北京为例验

证了ＥＫＣ 的假设及其条件 ， 解析十类环境指标的 ＥＫＣ 演变轨迹和阶段特征 ． 本文则从经济与环境互相影

响的角度出发 ， 引入第二产业占 比作为协变量构造
一

个变系数模型 ． 下面我们将利用 ＦＫＬＳ 和 ＫＬＳ 方法探

讨 ＰＭ
２ ． ５ 的排放和 ＧＤＰ 以及第二产业占 比之间的关系 ．

ＰＭ
２ ． ５ 排放的数据来源于北京大学地表过程实验室 ． 原始数据是在 ０ ． １ｘ０ ． １ 的空间分辨率 （

空间分辨

率是指遥感图像上能够详细区分的最小单元的尺寸或大小 ， 是用来表征影像分辨地面 目标细节的指标 ）
上的

月度总排放数据 ． 为了得到各个省份的季度数据 ， 我们对月度格点数据按照季度和中国省级行政区划进行加

总 ． 最后将加总数据除以每个省份的人 口数 目 ， 得到了每个省份的人均季度 ＰＭ ２ ． ５ 排放数据 ， 单位为 １ ０
３
ｋｇ

每人 ． 其中人 口数据来 自 国家统计局 ， 原始数据为年度数据 ． 我们假设每
一

年人 口季度增长率不变 ，

Ｘｔ原数据

进行了对数线性插值得到人 口 的季度数据 ．

国民生产总值 （ｇ
ｒｏｓｓｄｏｍｅｓｔ ｉｃ

ｐｒｏｄｕｃｔ
， 简记 ＧＤＰ

） 是衡量经济发展的重要数据 ． 各个省份名义 ＧＤＰ

（用生产物品和劳务的当年价格计算的全部最终产品的市场价值 ） 的数据来 自 ＷＩＮＤ 数据库中的国家统计局

六十年统计资料汇编 ， 原始数据为季度累计 ＧＤＰ 并且有部分数据缺失 ． 我们先利用迭代插值的方法对数据

进行了插补 ， 然后将相邻两个季度的 ＧＤＰ 做差得到各个省份的季度名义 ＧＤＰ ． 对从国家统计局六十年统计

资料汇编中得到的每年 ＧＤＰ 平减指数 （
没有剔除物价变动前的 ＧＤＰ 增长与剔除了物价变动后的 ＧＤＰ 增

长之商 ）
进行迭代插补之后 ， 我们计算了 以 ２０００ 年为基年的各个省份季度实际 ＧＤＰ

（按基年价格计算的最

终产品的价值 ） ， 单位为万元 ． 将各个省份的季度实际 ＧＤＰ 除以对应的人 口数 目之后得到各个省份的人均季

度实际 ＧＤＰ
， 单位为万元每人 ． 我们在模型中采用第二产业占 比 （

ｚ
） 作为协变量 ． 因此

，
我们对来 自 国家统计

局六十年统计资料汇编的季度第二产业占 比数据也做了类似的迭代插值 ． 上述变量均含有较明显的季节性 ，



８４８ 系 统 工 程 理 论 与 实 践 第 ３９卷

我们都做了去季节化处理 ．

下面 ， 我们以 ２ ０００ 年第
一

季度到 ２ ０ １ ４ 年第四季度
一

共 ６ ０ 个季度
，
北京 、 天津 、 河北 、 山西四个地区

一

共 ｎ
＝２４０ 个数据为例 ， 分析人均季度实际 ＧＤＰ

（
ａ
〇 ，
人均季度 ＰＭ

２ ． ５ 排放量 （ ｙ ）
以及季度第二产业占 比

Ｐ ）
之间的关系 ．

５ ． ２ 模型建立和参数估计

由于 ＾ 对 Ａ２／ 的影响未知 ，
我们考虑如下含有未知函数 ｂ⑷ ＝

（知⑷Ａ⑷ ，

＆
２ （

ｚ
） ） 的变系数模型 ：

Ｖｉ
＝

ｂ〇 （
ｚ

ｉ ）＋ｂ ｉ （
ｚ

ｉ ）
ｘ

ｉ＋ｂ２ ｛
ｚ

ｉ ）
ｘ
ｆ
＋ ￡

？ ，＊
＝ｌ

，

－ － －

 ，

ｎ ． （
１ ２

）

下面分别使用 ＫＬＳ 和 ＦＫＬＳ 两种方法来估计 ｂ⑷ ． 首先选择 尺
（
Ｗ

）
＝作为核函数 ． 再使用交

叉验证法对两种方法进行最优窗宽选择 ，
进而得到 ＫＬＳ 的最优窗宽为 ／ｉ

ＫＬ Ｓ
＝Ｔ〇 ． ０ １ ６８

，
ＦＫＬＳ 的最优窗宽为

／＊

ＦＫＬ Ｓ
＝〇 ． 〇 １ ６ ７ ． 接下来 ， 我们使用ＦＫＬＳ和ＫＬＳ估计一系列ｂ

（

ｚｍ ） ，

ｍ＝１
，

…

，

５０
， 其中 ＾？为

（

０ ． ４３
，

０ ． ５６
）

上的等距离格点 ，

０ ． ４３ 和 ０ ． ５６ 分别为 ２ 的 １
／
４ 和 ３

／
４ 分位点 ． 最后 ， 利用两种估计量的渐近方差的相合估计

计算出置信度为 ９５％ 的逐点的置信区间 ． 估计结果如图 ７ 所示 ， 其中细实 （
虚

） 线为 ＦＫＬＳ
 （

ＫＬＳ
） 估计值 ，

粗实 （
虚 ） 线为 ＦＫＬＳ

 （

ＫＬＳ
） 的置信区间 ．

０ ．４４ ０ ． ４８ ０ ． ５２ ０ ． ５ ６ ０ ．４４ ０ ．４ ８ ０ ． ５ ２ ０ ． ５ ６

图 ７ＦＫＬＳ 和 ＫＬ Ｓ 估计的 心⑷ （左 ） 和 ６ ２
（
２

） （右 ） 曲线以及置信区间

由 图 ７ 可知 ，

ＦＫＬＳ 和 ＫＬＳ 两种方法所得到的估计结果十分接近 ， 即两条估计曲线几乎重合 ， 但是两种

方法所得到的置信区间却相差甚远． 首先观察 Ｍ幻 和 以幻 估计曲线发现 ， 恒大于 〇
，＆２⑷ 恒小于 〇 ．

由此可得 与 ｙ 之间的关系呈现倒 Ｕ 型
， 与 ＥＫＣ 理论吻合 ． 即在经济发展初期 ，

经济发展伴随着环境问题

加剧 ； 当经济发展到
一

定阶段 ，

经济发展有助于缓解污染问题加剧 ． 随着第二产业占 比 （
２

）
的增大 ， ｈ ｈ ）

先

增大后减小 ， 末端又存在着平稳上升的态势 ；
而 ６

２ （
２

） 则先减小后增大 ， 末端又缓慢减小 ． 进而发现季度第二

产业占 比的变化影响着人均季度实际 ＧＤＰ 与人均季度 ＰＭ
２ ． ５ 排放量之 间的关系 ． 当 ２ｅ（

０ ． ５４
，

０ ． ５ ６
）
时 ，

６
２ （
之

）
的绝对值较小 ， 即此时 ｙ 与 工 之间近乎斜率大于 ０ 的线性关系 ，

随着人均季度实际 ＧＤＰ 的增长 ，
人

均季度 ＰＭ
２ ． ５ 排放量也显著提升 ． 当 ｚｅ （

０ ． ４６
，

０ ． ４８
）
时 ，

６
２

（

２
） 的绝对值较大 ， 即此时 ：ｃ 的增长不会对于 ｙ

有很强烈的影响 ． 由 以上分析可知 ，
当第二产业占 比较少时 ， 由于经济发展不主要依赖于第二产业 ， 其发展对

于 ＰＭ
２ ． ５ 的排放问题没有太大的影响 ；

而当第二产业占 比较大时 ，
经济发展依赖第二产业的发展 ， 由此就造

成了环境污染的问题 ．

如图 ７ 所示 ，

ＦＫＬＳ 的置信区间宽度明显小于 ＫＬＳ ． 当 ｚｅ
（

０ ． ４４
，

０ ． ４８
） 时 ，

ＫＬＳ 估计量的 ９ ５％ 置信区

间包含了〇 ， 即认为 ＆办 ）
和 ⑷ 不显著 ，

ａ： 与 ｙ 之间没有相关性 ；
而此时 ＦＫ ＬＳ 则能给出更准确的置信区

间 ？ 观察 Ｋ ＬＳ 的置信区间发现 其包含了常数值 ６办 ）

ｅ０ ． ５
，

６２ （
ｚ

）
ｅ ０ ． ２

， 即使用 ＫＬ Ｓ 方法会让我们忽视

ｚ 对于 ｚ 和 ｙ 的影响 ，
而不能准确刻画两者的关系 ．

综上所述 ， 在实际应用数据中 ，

ＦＫＬＳ 不仅能给出准确估计 ，
还能给出较 ＫＬＳ 更为精确的置信区间 ． 同

时 ， 我们利用这两种方法说明了环境与经济发展之间相互影响的关系 ： 经济发展初期 ， 随着人均 ＧＤＰ 的提

高 ， 污染问题会愈演愈烈 ； 但是当经济发展到一定程度之后 ，
人均 ＧＤＰ 的提高反而能帮助减缓污染问题 ． 当

经济发展主要依赖于第二产业时 ，
人均 ＧＤＰ 的提高会加速污染问题 ； 但是当第二产业在经济发展中占 比较

小时 ，
人均 ＧＤＰ 的提高反而会减缓环境污染 ．



第 ４期 涂云东 ， 等 ： 函数型核加权估计法及其在经济学中的应用 ８４９

６ 总结

本文在变系数模型中提出 了新的估计方法 ： 函数型核加权最小二乘法 （

ＦＫＬＳ
）

． 与传统的 ＫＬＳ 方法进

行比较之后发现 ，

ＦＫＬＳ 的估计更为稳健 ，
且当 ｔ—０ 时 ，

两种估计方法等价 （扰动项方差存在时 ）

？ 通过理

论推导 ，
证明了在

一

定条件下 ＦＫＬＳ 的相合性和渐近正态性 ， 并且提出 了其 自适应估计 ． 基于不同情形的蒙

特卡罗试验发现 ： 扰动项不论服从何种分布 ，

ＦＫＬＳ 的估计方差均小于 ＫＬＳ
； 当扰动项分布厚尾或不对称时 ，

ＦＫＬＳ 的估计结果明显优于 ＫＬＳ ． 将 ＦＫＬＳ 方法应用到环境与经济的问题上发现国 内四个地区的人均 ＰＭ
２ ． ５

排放与人均 ＧＤＰ 之间的关系与 ＥＫＣ 理论吻合 ，
同时第二产业占 比又会对两者的关系造成

一

定影响 ． 在实

际数据中 ，

ＦＫＬＳ 估计出来的置信区间明显优于 ＫＬＳ ．

本文的研究只局限于数据是随机样本的情形 ，
没有考虑 自变量的相关性 、 非平稳性以及内生性 ． 若能将

ＦＫＬＳ 推广到面板数据中 ， 那么在实际应用中将有更大的发挥空间 ． 在分析环境与经济二者关系时 ，
我们没

有考虑地理因素 ， 若将地理因素 （
空间相关性 ） 也引入模型中 ， 那么会得到更加准确的结论 ． 这些拓展会带来

新的理论挑战 ， 将会是重要的研究课题 ．
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Ｐｒｅｓ ｓ

，
２００４ ．

［

２ ２
］ｖａｎＤｅｒＶａａｒ ｔＡＷ ．Ａｓｙｍｐ ｔｏｔ ｉｃｓｔａｔ ｉ ｓｔ ｉｃｓ

［

Ｍ
］

．Ｃａｍｂｒ ｉｄｇｅＵｎ ｉｖｅｒｓ ｉ ｔｙ
Ｐｒｅｓｓ

，１ ９９ ８ ．

ｍｍ

定理 １ 的证明 首先定义 ＝

是
ｅｘｐ ｛

ｄ
（ｙ广 ； 对 求期望得至 ！Ｊ

：

Ｅ
［

（
ｊ
＞
ｉ ｛

ｂ
］

ｔ
，

ｚ
，

ｈ
） ］

－

－ Ｅ

ｈ

■

ｅｘｐ ｛
ｉ ｔ

（ｙｊ
ｘ
ｊ
ｂ

） ｝
Ｋ

ｊ （
ｚ

， 
ｈ

）

ｅｘｐ ［

ｉ ｉ
（
ｅ ｉ＋ｘｊ （

＆
〇 （

ｚ
ｉ

）

－

ｂ
） ） ］

Ｋ
Ｚ

＼ ｚ

ｒ
￣

ｈ

￣

，

／ （
ｅ ｉ ，

ａ；
ｉ ，

２
ｉ ）

ｄ￡
ｉ
ｄｘ

ｉ
ｄｚ

ｉ

＝

ｊ

ｅｘｐ
［

ｉ ｔ
（
ｅ

ｉ
ｘｊ （

ｂ
〇 （
ｚ ｈｖ

）

￣

ｂ
） ） ］

Ｋ
（
ｖ

） ｆ （
ｅ

ｉ ，

ｘ
ｉ ， 

ｚ ｈｖ
）
ｄｅ

ｉ
ｄｘ

ｉ
ｄｖ

＝

Ｊ
ｅｘｐ ［

＾
（
￡ ：

ｉ

－Ｊ

ｒ ｘＪ （
ｂ
〇 （

ｚ
）

－

ｂ
） ） ］ ［

ｌ
－

＼

－ ０
（

ｈ
） ］

Ｋ
（

ｖ
） ［ｆ （

￡
ｉ

，

ｘ
ｉ ，

ｚ
）

－

＼

－ ０
（
ｈ

） ］

ｄｅ
ｉ
ｄｘ

ｉ
ｄｖ

＝

Ｊ
ｅｘｐ＾ｅ

ｒ

－

＾ ｘｊ＾ｏ ｉ
ｚ

）

－

ｂ
） ） ］ ｆ （

ｅ
１ ，

ｘ
ｉ

，

ｚ
）
ｄｅ

１
ｄｘ １

－

＼

－ ０
（

ｈ
）

＝

ｆ （
ｚ

）

Ｊ
ｅｘｐ ［

ｉ ｔ
（
￡

１ ＼ ｘＪ （

ｂ
０ （

ｚ
）

ｂ
） ） ］ ｆ （

ｅ
ｉ ，

ｘ
ｉ
ｚ

）

ｄｅ
ｉ
ｄｘ

ｉ ＼ Ｏ
（

ｈ
）

＝

ｆ （
ｚ

）

Ｅ
［

ｅｘｐ （
ｉ ｔｅ

ｉ＋ ｉｘ ｊ （
ｂ〇 （

ｚ
）

－

ｂ
） ）

ｚ
］
＋０

（
ｈ

）

＝

ｆ （
ｚ

）
Ｅ

［

ｅｘｐ （
ｉｔｅ ＋ ｉｘ

Ｔ

 （
ｂ
〇 （

ｚ
）

—

ｂ
） ） ＼

ｚ
］
＋ Ｏ

（
ｈ

）

＝

ｆ （
ｚ

）
Ｅ

（
ｅｘｐ ｉ ｔ

（ ｙ

—

ｘ
Ｔ
ｂ

）
＼

ｚ
）
＋Ｏ

（
ｈ

）
．

其中第二个等式由模型 （

１
） 的假设得到 ， 第三个等式做了变量代换 ｒ第四个等号由假设 １ ． （

ｉ ｉ ｉ
） 中

心 ） ， ／ （
ｅｊｊ ） 的李普希兹条件得到 ， 第五个等号来 自于假设 １ ．

（
ｖ

）／
尺…咖 ＝ １ ． 类似可证

２
， 

／ｉ
） ］

二
〇

（
１

）

．

由此可得当 ｎ—〇〇 时 ，

Ｅ
［

（

ｆ
＞
ｉ （
ｂ

］２ ：

， 
ｈ

） ］
＾

ｆ （
ｚ

）
Ｅ

（
ｅｘｐ ｉ ｔ

（ｙ

—

ｘ
Ｔ
ｂ

）
ｚ

）

．

又因为 五 ｓｕｐｂｅ ／
３ ｜

０ １ （

６
； Ａ ｚ

，

／ｉ
）

｜ｓ五是
ｉ＾

（
ｚ

，

／ｉ
）

二１
， 由Ｂ ｉｅｒｅｎｓ

［

２ １
】 定理６ ． １ ０

可知 ，

＞０
，

ｌ ｉｍＰ
ｎ ＞ 〇〇

ｓｕｐ
＼

＾
ｎ （

ｂ
；

ｔ
，

ｚ
，

ｈ
）

－

 ＼

ｆ （
ｚ

）

Ｅ
（
ｅｘｐ ｉ ｔ

（ｙ

－

ｘ
Ｔ
ｂ

） ＼

ｚ
）

＼

２

＼
＞Ｓ

ｂｅ０

＝ ０ ．

下面 ， 我们将证明
Ｖ （５ ＞０

，
ｓｕｐ

｜

ｂ。⑷＿

ｂ
｜

ｙ ｜

／ （
ｚ

）

五
（
ｅｘｐ ｉ％

—

ａ ：

丁
＆

） ｜

ｚ
）

｜

２

＜
 ｜

／ （
２
〇
￡；

（
ｅｘｐ你

｜

ｚ
）

｜

２

Ｅ
（
ｅｘｐ ｉ ｔ

（ｙ

—

 ￡Ｃ
Ｔ
６

） ｜

＾
） ｜

２

＝

＼

Ｅ
（
ｅｘｐ｛

ｉ ｔ
（
ｅ ｛

－

ｘ
ｒ

（

ｂ〇 （
ｚ

）

－

ｂ
） ） ｝

ｚ
）

２

Ｊｊ 

ｅｘｐ ｛
＾

（
ｅ ： ＋ ｘ

Ｔ

（

ｂ〇 （
２ ：

）

—

ｂ
） ） ｝ ｆ （

￡
＾

ｘ
＼

ｚ
）

ｄｅｄｘ

Ｊ 

ｅｘｐ ｛
ｉ ｔｅ

｝ 

ｆ
 （
ｅ

＼

ｚ
）
ｄｅ

Ｊ 

ｅｘｐ ｛
ｉ ｔｘ

Ｔ

 （
ｂ〇 （

ｚ
）

—

ｂ
） ｝ ｆ （

ｘ
＼

ｚ
）
ｄｘ

２

＝

＼

Ｅ
（
ｅｘｐ ｛

ｉ ｔｓ
｝ ＼

ｚ
）

Ｅ
（
ｅｘｐ ｛

ｉ ｔｘ
Ｔ

 （
ｂ
〇 （

ｚ
）

—

６
） ｝ ｜

＾
） ｜

２

＜ ￡
＾

（
ｅｘｐ ｛
＾

｝ ｜

ｚ
） ｜

２

，

其中第四个等号由假设 １ ．

（

ｉ ｉ

）
中 ｓ 和 关于 ｚ 条件独立得到 ，

而最后
一

个不等号由 闷 （
ｅｘｐ ｛

ｉ＾ｒ
Ｔ
Ｊ
｝㈨ ｜

２

＜１

得到 ．



第 ４期 涂云东 ， 等 ： 函数型核加权估计法及其在经济学中的应用 ８５ １

由于 ‘ （Ｍ ，

＂
）

＝
ａｒｇｍａｘ

６ ｅｅ之
，

／ｉ
） ， 综合上述所证结论及 

ｖａｎＤｅｒ Ｖａａｒｔ ［

２ ２
丨 定理 ５ ． ７

可得 、 （

＊
， 
ｚ

， 
／ｉ

）

的相合匣 ＿

定理 ２ 的证明 对于固定的 Ｍ ，

ＦＫＬＳ 估计量 ‘ （Ｍ ， Ｗ 满足以下
一

阶条件 ：

ｄ＾ｎ （
ｂ

；

ｔ
，

ｚ
，

ｈ
）ｎ

＾

Ｆｂ
—＝

０
，

其中

ｄ＾
ｎ ｛

ｂ
－

＾
ｚ

，

ｈ
）

＝ －±
＾ ｊ２ ｆ２

ｔＫ＾Ｋ＾ 
ｈ

） （
ｘ

３

—

ｘ ３ ） 

ｓ ｉｎ
｛

ｔ
（
ｉ
３

—

ｉ
ｓ

） ）

－

Ｊ 

＝
 １Ｓ＝ １

下面简记 屯
（
＆

；

亡
，

之
，

九
）

＝

神“
７

’ ）

，

Ｔ
（
ｂ

；

ｔ
，

ｚ
，

ｈ
）

＝
ｄ

 ？ 将 屯心⑷ ＾＾从 心 ／＾ 在 如⑷ 处进行泰勒

展开得到 ：

＾
｛
ｂｎ ｛

ｔ
，

ｚ
，

ｈ
） ］

ｔ
，

ｚ
，

ｈ
）

＝＾
｛

ｂ
〇 ｛
ｚ

） ；

ｔ
，

ｚ
， 
ｈ

）
＋Ｔ

｛
ｂ〇 ｛

ｚ
） ）

ｔ
１

ｚ
，

ｈ
） ｛

ｂ
ｎ ｛

ｔ
，

ｚ
，

ｈ
）

－

ｂ〇 ｛
ｚ

） ）ｏ
｛

＼

ｂｎ ｛

ｔ
，

ｚ
，

ｈ
）

ｂ〇 （

２ ：

） ｜ ）
．

又 由 屯
（
６ｎ

（

ｔ
，

２ ：

， 
／〇 ； Ｍ ，

九
）

＝ 〇 以及 石ｎ （Ｍ ，

九
）
的相合性 ， 计算得到 ： 当 几 — 〇０ 时 ，

－Ｔ
（
ｂ〇 （

ｚ
） ］

ｔ
，

ｚ
， 
ｈ

） （

ｂ
ｎ

（
ｔ

，
ｚ

，

ｈ
）

６
〇 （

ｚ
） ）
＝＾

｛

ｂ
Ｑ ｛
ｚ

） ＼

ｔ
，

ｚ
，

ｈ
）
＋ｏ

ｐ （

ｌ
）

．

若下面我们能证明 屯
（
６〇 （

ｚ
） ；

ｆ
，

２ ：

，

／ｉ
）
土—

丫
（

＆
〇⑷ ；

４则 由 Ｓ ｌｕｔ ｓｋｙ 定理可得

Ｖｎｈ
（
ｂｎ （

ｔ
＾

ｚ
，

ｈ
）

—

ｂ〇 （
ｚ

） ）
＾Ａ＾

＂

（

０
， 
Ａ

１

ｎＡ
１

）
．

首先不妨简记 尖
＝ ｂ〇 （６ ）

—

６
０ （

２
） ， 那么

ｈ
２

＾
｛
ｂ
＾ ｛

ｚ
） ＼

ｔ
＾

ｚ
， 
ｈ

）

＝ ｈ
）

Ｋ
ｓ （
ｚ

， 
ｈ

） （
ｘ

３

￣

ｘ
ｓ ） 

ｓｉｎ
 ［

ｔ
（
ｓ
３

—

ｅ
ｓ ）
＋ ｔｘｊ 

ｄ
３

－

ｔｘｊ 

ｄ
ｓ

］

Ｊ
＝

 １５＝ １

为
一个 １／ 统＾＋４ ， 其核为 （＾ （

６。
（
之

） ；〇 ，

九
）

＝ ＾ ？ （
２ ：

，

九
）＆ （

２
， ＾ ） 〇＾

—

％ ）
血

［

＾
（９

—

￡ ３ ）
＋ 加

７
￡

＾
— 加

］

￣

也
］

．

下面我们将求解

五
Ｃｊ

ｓ （
办０ （

么
） ；

亡
，

之
，

九
） ，

五
（ Ｃｊ ｓ （

办
，

尤
，

之
，

＂
） Ｃｊ ｓ （

办
，

尤
，

之
，

办
） ）

以及

ＣＯＶ
（
Ｃ ｉ ２ （

ｆｅ〇 （
＾

） ； 
ｔ

， 
ｚ

， 
ｈ

） ， Ｃｉ ３ （
ｂ
〇 （

＾
） ； 

ｔ
， 
ｚ

， 
ｈ

） ）
，

进而得到 ｕ 统计量的渐近正态分布 ．

ＥＣ３ Ｓ （
ｂ
〇 （
ｚ

） ；

ｔ
，

ｚ
，

ｈ
）

＝Ｅ
｛
ｔＫ

３ （
ｚ

， 
ｈ

）

Ｋ
ｓ （
ｚ

，

ｈ
） （
Ｘ

ｊ

－

 ￡ｃ ｓ ）
ｓ ｉｎ

 ［

ｔ
（
ｅ
３

－

ｅ
ｓ ）
＋ ｔｘ

ｊ
ｄ

３

＝

Ｊ
ｔＫ

ｊ （
ｚ

＾

ｈ
）
Ｋｓ （

ｚ
，

ｈ
） （
ｘ

ｊ

—

ｘ ｓ ）
ｓ ｉｎ

 ［

ｔ
（
ｅ
３

—

ｅ ｓ
）

－

＼

－

ｔｘ
ｊ
ｄ

ｊ

—

ｔｘ
ｓ
ｄ

ｓ
］

－

ｔｘｊ
ｄ

ｓ
］
ｆ （

£
ｊ ，

Ｘ
ｊ ，

ｚ
３ ） ｆ （

￡
３ ，

ｘ ｓ ， 
ｚ
ｓ ）
ｄｅ

３
ｄｘ

３
ｄｚ

３
ｄ￡ ｓ

ｄｘ
ｓ
ｄｚ

ｓ

Ｊ 

ｔｈ
２

Ｋ
（
ｖ

）

Ｋ
（
ｕ

） （
ｘ

３

－

ｘ
ｓ ） 

ｓ ｉｎ
 ［

ｔ
（
￡
〇

－

ｓ ｓ ）
＋ ｔｘ

ｊ （

ｂ
〇 （

ｚ＋ ｈｖ
）

－

６
０ （

２ ：

） ）

－

ｔｘｊ （

ｂ〇 （
ｚ＋ｈｕ

）

－

ｂ
〇 （

ｚ
） ）

］

ｘ
ｆ （

£
ｊ ＾

ｘ
３ ，

ｚ＋ ｈｖ
） ｆ （

ｅ
３ ｉ

Ｘ ｓ ＾

ｚ＋ ｈｕ
）
ｄ￡

ｊ
ｄｘ

３
ｄｖｄ£

８
ｄｘ

ｓ
ｄｕ

ｆ ｔｈ
２

Ｋ
（
ｖ

）

Ｋ
（
ｕ

） （
ｘ

３

—

ｘ
５ ） ［

ｓ ｉｎ
（

ｔ
（
ｅ
３

—

￡ ａ
） ）

＋０
（
ｈ

） ］ ｆ ｛
ｓ
３ ，

ｘ
３ ，

ｚ
）

－

＼

－

ｆｚ ｛
￡
３ ，

ｘ
３ ，

ｚ
）
ｈｖ＾ －

ｆｚ ｚ ｛
ｅ
３ ，

ｘ
３ ，

ｚ
）

ｈ
２

ｖ
２
ｊ
ｒ〇

（
ｈ
ｚ

）

ｘ
 ［ｆ （

￡ ｓ ，

ｘ
ｓ ，

ｚ
）
＋

ｆｚ （
＾
ｓ＾ ｓ ，

ｚ
）
ｈｕ

－

＼

－－

ｆｚ ｚ （
＾ ｓ ，

ｘ ｓ ，

ｚ
）

ｈ
２

ｕ
２

＋ ０
（
／ｉ

３

） ］

ｄｅ
ｊ
ｄｘ

Ｊ
ｄｖｄｅ ：

５
ｄａ：

ｓ
ｄｕ

： ｆｚ ｚ （
ｅ ｓ

， 
ｘ ｓ

， 
ｚ

）
ｕ
２

ｆ （
ｅ
３ ，

ｘ
３ ，

ｚ
）

ｄｅ
＾
ｄｘ

ｊ
ｄｖｄｅ ｓ ｄｘ ｓ

ｄｗ＋０
（

ｈ
５

）

＝
／ｉ

４

ｄ ＋ ０
（

＂
５

） ，

这里
， 第三个等式进行了变量代换 ”第四个等式利用了假设 １ ．（

ｉｉ ｉ
） 中 知⑷ 的李普希兹条

件 ， 同时对 ／ （＆而 ，

２ ：

： ７

＋ ／１ ？；

） 和 ／ （＾ ［
，

０＾ ，

；＾ 
＋ 

／１？
）
进行泰勒展开 ， 其中 〇

１
＝

／
１＾〇 ）

尺
（
＾

） （
；２ ：

广 ０＾ ）
８ １？＾７

－

￡ ：

５
） ）
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ｘ
［ ｜Ａ“ｅ ｓ ，

ａ；
ｓ ，

２
Ｏｗ

２

／ （
ｅ

： ７
，

：Ｅ
ｊ ，

２ ：

）
＋
！／＾ （９ ，

ａ：

ｊ ，

＂２ ：

）
ｕ

２

／ （
ｅ ：

ｓ ，

ｉｃ
ｓ ，

２
〇 ］

ｄｅ
Ｊ
ｄ ；Ｅ

Ｊ
ｄ ？ｘｋ

ｓ
ｄａ：

ｓｄｕ ， ／“ ｅ ｓ ，

ａ ：

ｓ ，

２ ：

） ＊ ／＾ｅ
（
ｅ ｓ ，

￡ｃ
ｓ ，

２
）

表示 关于 ｚ 的
一

阶和二阶导数 ． 由假设 ２ ．（
ｉ ｉ

） 的条件可得 丑香Ｇ （
６〇 （

２
） ；Ｍ ，

／〇
—〇 ．

ｅ
｛
Ｃ

，３
ｓ

｛
＾

＼ ＾ｈ
）

Ｔ
Ｑ３ Ｓ ｛

ｂ
＼ 
ｔ

， 
ｚ

， 
ｈ

） ）

＝ Ｅ
｛
ｔ

２
Ｋ
＾ （

ｚ
ｙ

ｈ
）
Ｋ

ｓ （
ｚ

，

ｈ
） （
ｘ

ｊ

—

ｘ
ｓ ）

Ｔ

（
ｘ

３

—

ａ；
ｓ

）
ｓ ｉ ｉｉ

２

 ［

ｔ
（
ｅ
３

—

￡ ｓ ）
＋ ｔｘ

ｊ
ｄ

３

—

ｔｘｊｄ ｓ
］ ｝

＝

Ｊ 

ｔ

２

Ｋ
ｊ （

ｚ
， 
ｈ

）

Ｋ
ｇ （

ｚ
＾ 
ｈ

） （
ｘ

３

—

ｘ
ｓ ）

Ｔ

 （
ｘ

３

—

ｘ
ｓ

） 
ｓ ｉｎ

２

 ［

ｔ
（
ｅ
３

—

ｅ ｓ
）
＋ ｔｘ

ｊ 

ｄ
３

ｔｘｊｄｓ
］

ｘ

ｆ （
￡
３ ，

Ｘ
ｊ ，

ｚ
３ ） ｆ （

ｅ ｓ ， 
ｘ ３ ， 

ｚ
ｓ ）
ｄ￡

３
ｄｘ

３
Ａｚ

３
Ａ￡

ｓ
ｄｘ

ｓ
ｄｚ

ｓ

Ｊ 

ｔ

２

ｈ
２

Ｋ
２

（
ｖ

）

Ｋ
２

（
ｕ

） （
ｘ

３

—

ｘ ｓ
）

Ｔ

（
ｘ

３
ｘ ｓ

） 
ｓ ｉｎ

２

＼
ｔ
｛
ｅ
３

—

ｅ
ｓ

）

－

＼

－

ｔｘ
Ｊ （

ｂ
〇 （
ｚ＋ ｈｖ

）

—

ｂ
〇 （

ｚ
） ）

—

ｔｘｊ （

ｂ
〇 （

ｚ＋ ｈｕ
）

—

ｂ
〇 （

ｚ
） ）

］
ｘ
ｆ （

￡
ｊ ，

Ｘ
ｊ ，

ｚｈｖ
）ｆ （

ｅ Ｓ Ｊ

ｘ
Ｓ ｉ

ｚｈｕ
）
ｄ￡

ｊ
ｄｘ

ｊ
ｄｖｄ￡

ｓ
ｄｘ

ｓ
ｄｕ

＜

Ｊ 

ｔ

２

ｈ
２

Ｋ
２

（
ｖ

）

Ｋ
２

（
ｕ

） （
ｘ

３

—

ｘ
ｓ

）

Ｔ

（
ｘ

ｊ

—

ｘ ｓ
） ｆ （

ｅ
３ ＾

ｘ
３ ，

ｚ ＼ ｈｖ
） ｆ （

ｅ Ｓ
ｌ

ｘ ８ ｌ

ｚ
－

＼

－

ｈｕ
）

ｄｓ
ｊ
ｄＸ

ｊ
ｄｖｄｅ ｓ

ｄｘ ｓ
ｄｕ

＝ ｔ

２

ｈ
２

ｙｊｆ （
ｚ

）

２

Ｅ
［ （
ｘ

３

－

ｘ
ｓ ）

Ｔ

（
ｘ

ｊ

－

ｘ
ｓ

） ＼

ｚ
）
＋０

（
ｈ
３

）
．

这里 ， 第三个等式进行了变量代换 ”＝Ｗ同时利用了假设 １ ．（
ｉ ｉ ｉ

） 中 ｂｏ⑷ 的李普希兹条件 ， 第

四个不等号成立是由于
｜

ｓｉｎ
２

 ｜

＞
（
￡厂￣ ） 

＋ 如
７ （

＆
０ （４ ） 

ｂ
〇 （

２ ：

） ） 

— 如
］ （

＆
０ （？ ）

— ６
〇⑷ ）

］
｜
＜１ ？ 由假设 １ ．

（
ｖ

） 得到

ｆ 

Ｋ
２

（
ｖ

）
ｄｖ＜ｏｏ

，２ ．

（

ｉ ｉ

）＃ｌ ！ｊＥ
［ （
ｘ

３

－

ｘ
ｓ ）

Ｔ
（
ｘ

３

－

ｘ
ｓ ） ＼

ｚ
］＜ｏｏ

，Ｅ
｛Ｃ３ ８ ｛

ｂ
＇

，

ｔ
，

ｚ
，

ｈ
）

Ｔ
Ｃ３ Ｓ （

ｂ
＼

ｔ
，

ｚ
，

ｈ
） ）
＜

００ ．

ＣＯＶ
（
（ｉ ２ （

ｂ
〇 （

ｚ
） ； 

ｔ
， 
ｚ

， 
ｈ

） ， ｚ
， 
ｈ

） ）

＝ Ｅ
｛
ｔ

２

Ｋ
ｆ （

ｚ
， 
ｈ

）
Ｋ２ （

ｚ
， 
ｈ

）

Ｋ
３ （

ｚ
，

ｈ
） （
ｘ ｉ

－

Ｘ ２ ） （
ｘ

ｉ
—

Ｘ ｓ
）

Ｔ
ｓ ｉｎ

 ［

ｉ
（
ｅ ｉ
－

ｅ ２ ）＋ ｔｘｊ
ｄ

＼

—

ｔｘ＾ｄ^

ｘｓ ｉｎ
 ［

ｉ
（
ｅ

ｉ
－

ｅ３ ）
＋ ｔｘ ｊ

ｄ
ｉ ｔｘｊｄ

，

＾ ｝

＝

Ｊ
ｔ

２

Ｋ
ｉ （

ｚ
，

ｈ
）
Ｋ

２ （
ｚ

，

ｈ
）

Ｋ
ｓ （

ｚ
，

ｈ
） （
ｘ

ｘ
－

ｘ ２ ） （
ｘ

ｉ
－

ｘ
３ ）

Ｔ
ｓ ｉｎ

 ［

ｔ
（
ｅ

ｉ
－

ｅ ２ ）
＋ ｔｘｊ

ｄ
ｉ

－

ｔｘｊ
ｄ
２

］

ｘｓ ｉｎ
 ［

ｔ
（
ｅ ：

ｉ

－

£ ３ ）

－

＼

－

ｔｘＪ
ｄ

ｘ
－

ｔｘｊ 

ｄ
２

］
ｆ （

ｅ
ｉ Ｊ

ｘ
１ ， 
ｚ

１ ） ｆ （
ｅ２ ，

Ｘ ２ ， 
ｚ２

） ｆ （
ｅ ３ ，

ｘ ３ ， 

ｚ３ ）

ｄ￡
ｉ
ｄｘ

ｉ
ｄｚ １

ｄ￡ ２ｄｘ ２ ｄｚ２ｄ￡３ｄｘ ３
ｄｚｓ

＝

Ｊ 

ｔ

２

ｈ
３
Ｋ

２

（
ｖ

）

Ｋ
（
ｕ

）
Ｋ

（
ｒ

） （
ｘ

ｉ
—

Ｘ ２ ） （
ｘ ｉ

－

Ｘ３ ）

１

ｓ ｉｎ
 ［

ｔ
（
ｅ

ｉ
—

ｅ２ ）
＋ ０

（

ｈ
）
］

ｘｓ ｉｎ
—

￡ ３ ）
＋０

（

ｈ
）
］
ｆ （

ｅ
ｉ ，

ｘ
ｉ ，

ｚ＋ ｈｖ
） ｆ （

ｅ ２ ， 
？ ２ ， 

＾＋ ｈｕ
） ｆ （

ｅ ｓ ，

ｘ ｓ ， 
ｚ＋ ｈｒ

）
ｄｅ

ｉ
ｄｘ ｉ

ｄｖｄ￡２ｄｘ ２ｄｕｄｓ ｓ
ｄｘ

ｚｄｒ

＝

Ｊ 

ｔ

２

ｈ
３
Ｋ

２

（
ｖ

）

Ｋ
（
ｕ

）
Ｋ

（
ｒ

） （
ｘ ｉ

—

ｘ ２
） （
ｘ

ｉ
－

ｘ ３
）

Ｔ
ｓｉｎ

 ［

ｔ
（
ｅ ｉ

－

ｅ ２ ）
］

ｓ ｉｎ
 ［

ｉ
（
＾

ｉ
－

￡３ ）
］

ｘ
／ （

ｅ ｉ ， 
ｘ

ｉ ， 
ｚ

） ｆ （
ｅ ２ ， 

ｘ
２ ， 

ｚ
） ｆ ｛

ｅ＾ 
Ｘ ｚ ， 

ｚ
）
ｄ £

１
ｄｘ

１
ｄｖｄ￡２ｄｘ ２

ｄｕｄｅ３ｄｘ ｚｄｒ

－

ｆ０
（

１
）

＝ ｔ

２

ｈ
３

ｆ

３

（
ｚ

）

Ｊ
Ｋ

２

｛
ｖ

）
ｄｖＥ

［ （
ｘ

ｉ ｘ
２ ） （

ｘ １
－

ｘ
３ ）

Ｔ

Ｉ

ｚ
ｌ

Ｅ
ｉ
ｓｍ

ｌ

ｔ＾

－

ｅ ：

２ ） ］ 
ｓｉｎ

［

ｉ
（
￡

ｉ
－

ｅ３ ） ］

＾
｝

－

ｈ ０
（

／ｉ

４

）

＝

＾
－

／
３

（

－ｓ
）

Ｊ 

Ｋ
２

（
ｖ

）

ｄｖＡ
（
ｚ

）
Ａ

（
ｔ

，

ｚ
）

＼
０

（

ｈ
４

）
．

这里
， 第三个等式进行了变量代换 ｒ＝

Ｙ ， 同时利用了假设 １ ． （

ｉ ｉ ｉ

） 中 如⑷ 的李普希兹条件 ，

第五个等式是由假设 ２ ． ⑴ 确保的 ， 最后的结果 ＾尸⑷ ／
Ｋ

２

⑷ｄｗＡ
（
ｚ

）
Ａ

（Ｍ ） 有界利用了条件 １ ． （

ｉ ｉｉ
）

．

其中Ａ０ ，

２
）
＝ｗ

２

（

亡
，

么
） （

１ ｗ
（

２ ｉ
，

ｚ
） ）
＋ｒ

２

（
亡

，

之
） （

１ ＋似
（

２ 亡
，

２ ：

） ）

－

２幻
（
亡

，

２
）
以

（
亡

，

之
）
？；

（
２尤

，

２ ：

） ，

４
（
２ ：

）

＝ 五 —

Ｅ
（
ｘ

ｘ
＼

ｚ
）

Ｅ
（
ｘ ｉ

＼

ｚ
）

ｔ
ｙｕ （

ｔ
，

ｚ
）

—Ｅ
（
ｃｏｓ ｔｅ

＼

ｚ
） ，

ｖ
（
ｔ

，

ｚ
）
＝ Ｅ

（
ｓ ｉｎ ｔｅ

＼

ｚ
）

．

结合上面三个等式以及 ｖａｎＤｅｒＶａａｒｔ ［

２ １
］ 定理 １ ２ ． ３ 可得 ：

＼／ｎｈ
２ ｌ

ｉ
ｉｆ

（
ｂ〇 ］

ｔ
＾
ｚ

＾

ｈ
）Ｎ

＾

０
＾

２ ｔ

２

ｈ
３

ｆ
３

（
ｚ

）

Ｊ
Ｋ

２

（
ｖ

）
ｄｖＡ

（
ｚ

）
Ａ

（
ｔ ，

ｌ

ｚ
）

^

进一步可以得到 ：

Ｖ＾＾
（
ｂ〇

；

ｔ
＾

ｚ
，

ｈ
）Ｎ

＾
０

，

２ ｔ

２

ｆ
３

（
ｚ

）

Ｊ 

Ｋ
２

（
ｖ

）
ｄｖＡ

（
ｚ

）
Ａ

（
ｔ

，

ｚ
）

下面我们将证明 Ｔ
（

ｂ〇 （
ｚ

） ；Ｍ ，

ｆｔ
） 的渐近性质 ？ 首先 Ｔ

（
ｆｅ
？⑷ ； 的形式如下 ：

１
ｎｎ

Ｔ
（
ｂ
〇 （

ｚ
） ；

ｔ
，

ｚ
１ 
ｈ

）

＝ ｔ

２

Ｋ
３ （

ｚ
， 
ｈ

）

Ｋ
ｓ （
ｚ

， 
ｈ

） （
ｘ

３

－

ｘ ｓ ） （
ｘ

３

－

ｘ
ｓ

）

Ｔ
ｃｏｓ

＼
ｔ

｛
ｅ
３

－

￡
ｓ
）

＼ ｔｘ
Ｊ
ｄ

３
ｔｘｊ

ｄ
３
］

．

ｊ
＝ ｌｓ＝ ｌ
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对 Ｔ
（
＆〇⑷ ； 求期望得到

Ｅ
［

—Ｔ
（

ｂ
〇 （

２
） ；

ｔ
，

之
，

／〇 ］

＝ Ｅ ＜
—

＾
Ｋ

３ （
ｚ

， 
ｈ

）

Ｋ
ｓ

（

ｚ
） 
ｈ

） （
ｘ

３

－

ｘ
ｓ

） （
ｘ

３
ｘ ｓ

）

Ｔ
ｃｏｓ

 ［

ｔ
（
ｅ
３

ｅ
ｓ

）
＋ ｔｘｊ

ｄ
３

－

ｔｘｊ

＝
—

ｘ
８ ） （

ｘ
３

ａ；
ｓ ）

Ｔ
ｃｏｓ

 ［

ｔ
（
ｅ
３

—

ｅ
ｓ ）

＼ ｔｘ
Ｊ
ｄ

３

—

ｔｘｊ
ｄ

８
］

ｘ
ｆ ｛

ｅ
３ Ｊ

ｘ
３ Ｊ

ｚ
３ ） ｆ ｛

ｅｓ ， 
ｘｓ

， 
ｚ
ｓ ）
ｄｅ

ｊ
ｄｘ

ｊ
ｄｚ

ｊ
ｄ￡ ｓ

ｄｘ ｓ ｄｚｓ

＝

Ｊ 

ｔ

２

Ｋ
（
ｖ

）
Ｋ

（
ｕ

） （
ｘ

３

—

ｘ ｓ ） （
ｘ

ｊ

—

ｘ ５ ）

ｔ
ｃｏｓ

＼

ｔ
｛
ｅ
３

—

ｅ
ｓ ）
＋ ０

（
ｈ

）
］

ｘ
／ （

ｅ ：
－

；
， 
ｘ

３ ，

ｚ ＋ ｈｖ
） ｆ （

ｅ
８ １

ｘ
ｓ ｉ 

ｚ＋ ｈｕ
）
ｄ￡

ｊ
ｄＸ

ｊ
ｄｖｄｅ

ｓ
ｄｘ ｓ

ｄｕ

＝ ＾

２

／

２

（
＾

）
＾

［ （
？

ｊ

－

＾
ｓ ） （

ｘ
３

－

ｘ
ｓ ）

ｒ

＼

ｚ
］

Ｅ
［

ｃｏｓ ｔ
（
ｅ
３

－

ｅ
ｓ ） ＼

ｚ
］
＋ ０

（
ｈ

）

＝
ｔ

２

ｆ

２

｛
ｚ

）

Ｅ
［ （

ｘ
ｊ

￣

ｘ
ｓ ） ｛

ｘ
３

－

ｘ
ｓ ）

Ｔ
ｚ

］ （
ｕ

２

（
ｔ

，

ｚ
）

－

＼

－

ｖ
２

（
ｔ

， 
ｚ

） ）
＋ ０

（
ｈ

）

＝ ２ ｔ

２

ｆ
２

（
ｚ

）
Ａ

（
ｚ

） （
ｕ

２

（
ｔ

， 
ｚ

）
＋ ｖ

２

（
ｔ

＾ 
ｚ

） ）０
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